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&
Statistik

Ubungen Finanzmathematik 3: Tilgungsrechnung

U.Fi.3.1: Zur Finanzierung eines Investitionsvorhabens hat eine Firma einen Kredit von 200000 Euro
aufgenommen, der bei dem sehr giinstigen Zinssatz von p=35% mittels Annuititentilgung

zuriickgezahlt werden soll.
a) Welche jihrliche Zahlung ist bei n =8 Jahren Laufzeit aufzubringen. Erstellen Sie mit Exel

einen passenden Tilgungsplan und bestimmen Sie zur Kontrolle die jéhrliche Annuitéit mit Hilfe
einer Zielwertsuche.

Jahr ¢ Restschuld S,_; | Annuitit Zinsen Tilgung Restschuld S,
zu Jahresbeginn | 4, Z,=p-S I,=4,-2, zu Jahresende
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b) Welche monatliche Rate miiite man vorsehen, wenn die Zahlung jeweils am Monatsende
erfolgte?

c) Der Glaubiger verlangt ein Aufgeld (Agio) von 2% der Tilgungsrate. Wie hoch ist jetzt die
Annuitit?

d) Wie ist die Laufzeit zu planen, wenn hochstens 2000 Euro monatlich nachschiissig gezahlt
werden konnen?

e) Wie hoch ist die Monatsrate bei der unter d) bestimmten Laufzeit?

U.Fi.3.2: Fiir den Kauf einer Wohnung haben Sie
1) 600000 ATS bei einer Bausparkasse zu 6% und
2) 450000 ATS als Hypothekardarlehen zu 8% aufgenommen.

a) Welche vorschiissige monatliche Belastung mufl fiir die Riickzahlung beider Darlehen
bereitgestellt werden?

Nehmen Sie 20-jdhrige Laufzeit und jdhrliche Verzinsung an.
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Nach 12 Jahren erben Sie 210000 ATS und wollen damit die monatlichen Belastungen
reduzieren. Bestimmen Sie zuerst die Restschuld des Hypothekardarlehens nach 12 Jahren und
anschlieend die neue Monatsrate. Wieviel ersparen Sie sich dadurch an Zinsen?

Thre 80m” Wohnung wird mit 7500 ATS/ m? wohnbaugefordert. Sie erhalten also zusitzlich
ein Wohnbauforderungsdarlehen von 600000 ATS, fiir Thre 2 Kinder erhalten Sie zusitzlich je
30000 ATS Wohnbauférderungsdarlehen. Erstellen Sie einen jahrlichen Tilgungsplan, wenn im
1.-10. Jahr p, =0,5%, 11.-15. Jahr p, =1%, 16.-20. Jahr p; =2%, 21.-25. Jahr p, =4%
und ab dem 25. Jahr ps5 = 6% Zinsen zu bezahlen ist und die Annuitit 1%, 2%, 4%, 8%, 12%

der Gesamtsumme betrégt.
Wieviel an Eigenmittel miissen Sie zur Verfiigung haben fiir Bausparer (40% der

Vertragssumme, 60% der Vertragssumme ist das aufgeliehene Geld) und Grundkostenanteil
(240000 ATS). Wieviel kostet die Wohnung insgesamt? Wie hoch ist der Quadratmeterpreis?

U.Fi.3.3: Sie benétigen zur Abwicklung eines Projektes noch dringend 160000 Euro. Sie haben die
Moglichkeit EU-Fordermittel in Anspruch zu nehmen mit p =6% jahrlicher Verzinsung. Sie
personlich konnen 2100 Euro monatliche Belastung verkraften. Sollen Sie bei einer Laufzeit von
n=3§ Jahren die EU-Fordermittel in Anspruch nehmen?

U.Fi.3.4: a) Zahlen Sie den Kredit aus U.Fi.3.1.a) mittels Ratentilgung zuriick. Erstellen Sie mit Excel einen
passenden Tilgungsplan und vergleichen Sie diesen mit dem Tilgungsplan der
Annuititentilgung.

Jahr ¢ Restschuld S,_; | Annuitit Zinsen Tilgung Restschuld S,

zu Jahresbeginn | 4, =T, +Z, Z,=p-S T = So zu Jahresende
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Wie éndert sich der Tilgungsplan, wenn der Gldubiger ein Aufgeld (Agio) von 2% der
Tilgungsrate verlangt?

Wie dndert sich der Tilgungsplan von a), wenn Sie die Moglichkeit von 2 Jahren tilgungsfreier
Zeit (Sie zahlen dann nur die Zinsen) in Anspruch nehmen?
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Lésungen zu den Ubungen Finanzmathematik 3: Tilgungsrechnung

U.Fi.3.1: S =200000 p=5% q =105
a) n=8jihrliche Zahlung
Sy-q" =A- qq_ll A= SO(qqn#: S, - ANNF = 3094436
Tilgungsplan:
Jahr ¢ Restschuld S,_; | Annuitit Zinsen Tilgung Restschuld S,
zu Jahresbeginn | 4, Z,=p-S I,=4,-2, zu Jahresende
1 200000,00 30944,36 10000,00 20944,36 179055,64
2 179055,64 30944,36 8952,78 21991,58 157064,06
3 157064,06 30944,36 7853,20 23091,16 133972,90
4 133972,90 30944,36 6698,64 2424572 109727,18
5 109727,18 30944,36 5486,36 25458,00 84269,18
6 84269,18 30944,36 4213,46 26730,90 57538,28
7 57538,28 30944,36 2876,91 28067.,45 29470,83
8 29470,83 30944,36 1473,54 29470,83 0,00
Z 247554,89 47554,89 200000,00
b) Ay = a[mr + % (m, - 1)] bei nachschiissig unterjahrliche Rentenzahlungen
P 7 = 309;3 53 6 252093
mr+§(m,—l) 124201
¢) Annuitétstilgung mit Aufgeld (Agio) von a =2% = 0,02 der Tilgungsrate
A4 =Z+T,+a T, =7 +(1+a)T,
S, =S,-T =5, - Af;j =SO(1+ﬁJ—A1 ﬁ
R i ) e
Z,=pS,
p Y __1
=50[1+mJ —m{ 1(1+ )+A2}—Soq -——[4g"+ 4]
mit g =1+ ﬁ
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I Sl o1

% 1 $ep sp_
Sf =S0q ! _E[Alq = +A2q ! 2+"‘+A[]

A *nt
S, =0 fir n=8=3S =——Y) 4
n od 1+atz_1: r(Q)

n

A .
Sp = Y L omit g =1+
q

1+0‘t:1

Annuitétentilgung = 4, =4, =...= 4, = 4

SO - r ¢ Hpy— - s - _,, s
1+ q 2 1 1+ q 1_% 1+ q* q -1
q
Vergleich ohne/mit Aufgeld:
n_ y *n_
So-q" = 4- 2L ohne Agio Soq” = —— 4.2 =1 it Agio
q—l 1+ q -1
* p
1+
1 1+
Zahlenwerte: g =1+—L— =1+ 2% _ 04902
1+ 1,02
g"(q"-1)
A=S,(1+a)—— =31438,279
q" -1
d) a=<2000= 4y, =a(mr+§(m,—1)jﬁ24550
n_ S -1 n_
Soq" = 4- L1 gD _g ,71:1—%
q—l A q q
Solg—1
a0, 1
4 q
Solg—1
ln(l—MJ=lnl—n~lnq
A
So(0-1
-0
n=———————>>=10,72 Jahre — Laufzeit 10 Jahre 9 Monate

Ing
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e) n =int(n)=10
m, =12 m =9 Monate im letzten Jahr
mo_
Snl = SO _qnl - Akan [1 +qg+ q2 +"'+qnl_l] = Sanl - AkO}’!f q—ll Schuld

nach der vorletzten Verzinsung mit 4, = a(m, + g(m, - 1))

In der letzten Zinsperiode erfolgen nur mehr 7 < m, Zahlungen in der Hohe a.

n
S, =8, -[1+—r~p

] —a(l+£p]—a[l+Lp]—...— a(1+
r mr m}‘ m}‘

m

i, 1

/)

einfache anteilige Zinsen

letzteRate

1. Rate im letzten Jahr

1 - m, —1
=>Sn=S,,l(1+ 'pj—a(m,+ L (’;’ )j—
n p g" -1 m, ~ p fﬁr(fﬁr_l) :
={Syq" —a mr+—(mr—1) —— | 1+—p|=al m. +— =0
qg-1 m, m, 2
i mo_ m m,(m, —1
Soqnl(l'i'ﬂp):a{[mr+£(mr_1)]q 1,(1+mr pj_,’_,’;lr +£ r( r ):I
» q-1 m, m, 2
Sog™ (1 + ’pj
a= - i G, 1) =1996,04
- i m,(m, —
m, +£(m, —l)jq g p |+, + L0
2 q-1 m, m, 2
U.Fi.3.2: a) 1. Bausparer S, =600000 p=6% jihrliche Verzinsung, n=20
n_q "ag—-1
So-q" = Arors 6]_1 = Akony =So 7la-1) =52310,73
g ! _
Aponr = aps (m, + %(m, + l)j bei vorschiissiger monatlicher Bezahlung
Akorgf . TS
apg = =4222,01 ATS monatlich vorschiissig fiir Bausparer
m, + E(m, + 1)
2
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2. Hypothekardarlehen S, = 450000 p=8%
n _ 1
Ay = So %) = 4583349
Akonf . .
pp =———— = 3660,82 ATS monatlich vorschiissig

m, + %(m, + 1)

Bausparer + Hypo a,,, = 7882,83 ATS monatlich

b) Restschuld des Hypothekardarlehens nach 12 Jahren

n_ k 20 1 el2
s, =5, L —4 =450000.M
g —1 1,08% —

>

=263388,54

neue Anfangsschuld SO* =263388,54 — 210000 = 53388,54

Laufzeit n* =8 Jahre

n
* * - 1
Aoy =S, @ —9290,39
* Akargf ’ . .
ay,, = ————— = 742,04 monatlich vorschiissig
Hyp p
m, +-— (m,‘ + 1)
2
Bausparer + Hypo a;,s =4964,05 ATS monatlich die letzten 8 Jahre

Zinsersparnis: Gesamtzahlung Hypo ohne 210000 Riickzahlung:
a-m,-n=3660,82-12-20 = 878596,80

Gesamtzahlung Hypo mit 210000 Riickzahlung:
3660,82-12-12 4+ 210000 + 742,04 -12 - 8 = 808393,92

Zinsersparnis 878596,80 —808393,92 = 70202,88

¢) Wohnbauforderungsdarlehen: S, = 660000 ATS (80m* +2 Kinder)
1. 1.-10. Jahr: A; =1% von Sy =6600 ATS/Jahr

P =0.5% ¢, =1,005

k
-1
Se = Soat = 41+ ¢ +ai+..qf ™) = Soaf — 4 TS, 62624751

¢,=1,005
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2. 11.-15.Jahr: A, =2% von S, =13200 ATS/Jahr
Laufzeit k =5 Jahre Sy =S, = 62624751
- - g -1
Sp = Sodk — Ay (1+q, + g3 +..57") = Spqh — 4, L2 = 590859.16
=
3, 16.-20. Jahr: Ay = 4% von S, = 26400 ATS/Jahr
Laufzeit: k=5 Jahre S, = 590859,16
- - g -1
S =Sodt — A1+ g5 + g3+..q4") = Syqt — 4, L2 = 514969.60
i
4. 21.-25. Jahr: A, =8% von S, =52800 ATS/Jahr
Laufzeit k =5 Jahre S, =514969,60
- - gk -1
S =Soqt — Ay (144 +gi+.+qi )= Soqf - 4, L = 34055743
=
5. ab dem 25. Jahr 45 =12% von S, = 79200 ATS/Jahr
Laufzeit: k noch unbekannt S, = 34055743
S k 2 1\ _ Sk g5 -1
Sk =Soq5 = As(l"'% +q5+.4qs )= Sogs = As = 1
-
k
~ -1
Soqé‘ = 4s 25 1
qs —
- 4s - 1) =1-—
As C]é(
1 S, (
— =1-="(q5-1)
a4 45
Inl—klngs = 111[1—A—°(q5 —1)J
0 5
S,
1= 50,
k=- > =512 Jahre
Ings
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k=5 Zahlungen von 45 =79200 ATS am Jahresende

g5 -1
gs —1

Ss = Syq¥ — 4s =9284,90

im 6. Jahr (insgesamt 31. Jahr) Restzahlung S5 + S5 - ps = S5-qs =9842,00 am Jahresende.

Bauspardarlehen: Sy = 600000 = 60% der Vertragssumme

= 40% = 400000 an Eigenmittel erforderlich
Grundkostenanteil: 240000 ATS = 640000 ATS Eigenmittel erforderlich.

Wohnungkosten:

Eigenmittel 640000

Bausparer 600000

Hypothekardarlehen 450000

Wbf 660000
2350000

2350000A47TS

——— = 29375 ATS | m’

80m

S, = 160000 p=6% q=1,06 n=8

n q
SO q = Akonf T

Akonf = SO : ql’l :

"1

—_—

q-
qg—1

n

qg -1

=25765,75 konforme nachschiissige Jahresrente

monatliche vorschiissige Zahlungen a

Akony = a[mr +§(mr + 1)]

Aronf 25765,75

a= = =2079,56 Euro monatlich vorschiissig

0,06

m,+§(m,+l) 1242113

— Nehmen Sie die EU-Forderung in Anspruch! p=6% ist ein giinstiger Zinssatz.
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U.Fi.3.4: a) S, =200000 p=5%, n=8
S
Ratentilgung: 7} =T, =..T, =T = == 200000 =25000 Euro
n
Sy =8Sg—k-T k=12,..n
S k-1
Zy=p-Sipa = P(So - (k _1)'_()) = PSO(l__j
n n
A, =Z,+T = pso(l_ﬂ}rﬁz So[p(l_ﬂ}rl}
n n n n
Tilgungsplan siehe Exelsheet TILGUNG.XLS
200000 -
m Restschuld Jahresbeginn Z, =p-S, =10000
S(t-1)
150000 -
mANnuitat A()=Z()+T(t) Ay =T+ Z, =35000
100000 | , an k-1
O4Znsen Z(t)=p*S(t-1) Z,=p-S,, = p'SO(l_TJ —
50000 1 O Tilgung T(t)=konst ;
0 10000[1 - g) =1250

A,=T+Z, =26250
b) mit Aufgeld (Agio) von 2% der Tilgungsrate:

S
T ==% = konstant
n

Sy =Sy—k-T
Zy=p-Sia= p(So —(k—1)~S—0)= pSo(l—E) wie gehabt
n n

A4 =T+Z+ T =2, +(1+oc)-T=pso[1—uj+(1+o;)i
n

Aufgeld n
4, = So{p(l——k_l)+(l+a)-l}

n n
S, =200000 p=5% n=8

Tilgungsplan wie bei a) allerdings Annuitdt um ¢ -7 =0,02-2500 = 500 Euro hoher. Vergleichen
Sie Excelsheet TILGUNG.XLS.

c) 2 Jahre tilgungsfreie Zeit
(1) die ersten 2 Jahre tilgungsfreie Zeit T=0— A=Z7Z= p-§, =10000

(2) die restlichen 5 Jahre Verlauf wie bei a)

Ubungen Fi 3 M. Hérhager Seite 9



